Координатная система


Возьмем на плоскости произвольную точку (обозначим её через O) и проведём через неё две взаимно перпендикулярные прямые (рис. 1). Выберем на каждой из этих прямых одно из возможных направлений и единичный масштабный отрезок. Назовём одну из этих прямых осью абсцисс, или осью Ox, а другую – осью ординат, или осью Oy (рис. 2).

Предложенная конструкция позволяет поставить в соответствие каждой точке M рассматриваемой плоскости упорядоченную пару чисел x и y – её координат, являющихся проекциями этой точки на координатные оси Ox и Oy (рис. 3). Таким образом, на плоскости задана координатная система Oxy, в которой каждая точка M однозначно описывается своими координатами (x,y).

В компьютерной графике это хорошо известный способ связывания геометрического объекта – точки M с числами x и y – её координатами – оказывается достаточно эффективным, так как позволяет количественно описывать любые плоские геометрические фигуры.


Общее уравнение прямой


Прямая представляет собой простейшую геометрическую фигуру (геометрический объект). Далее будет показано, как описать этот геометрический объект при помощи координат. Общее уравнение прямой выглядит следующим образом:
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где числа A и B одновременно не равны нулю, т. е. 
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. Если 
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, то уравнение (1)  легко приводится к более привычному виду:
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 (рис. 4). Недостатком подобного описания прямой является то, что если 
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, то коэффициент k, равный тангенсу угла наклона прямой, стремится к бесконечности. Поэтому, при помощи уравнения 
[image: image7.wmf]b

kx

y

+

=

 нельзя описать прямую, параллельную оси Oy. Более того, даже если прямая не параллельна оси Oy, но угол её наклона относительно этой оси весьма мал (скажем, 0,010), коэффициент k может быть довольно большим, что при определённых условиях может привести к потере точности вычислений.


Если же 
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, и уравнение принимает вид:
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 (рис. 5). Это уравнения задаёт прямую, параллельную оси Oy.


В итоге, уравнение 
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 является обобщением уравнений 
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 и позволяет описывать любые прямые, как параллельные оси Oy, так и не параллельные ей (в зависимости от выбора коэффициентов A, B и C).

Пример. Найти общее уравнение прямой, проходящей через точки A (2, 3) и B (5, 1). Для нахождение общего уравнения прямой сначала составим уравнение прямой, проходящей через две точки:
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(2)

Подставим в уравнение (2) координаты точек A и B:
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(3)

Далее преобразуем уравнение (3) к общему уравнению прямой 
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, где A = 2, B = 3, C = –13.

Параллельный перенос


Параллельный перенос переводит точку M с координатами x и y в точку M* с координатами x + a и y + b (рис. 6). В частности, точка O (0, 0) переходит в точку A (a, b). Соответствующие формулы для преобразования имеют вид:
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При таком преобразовании координат отрезок OM переносится параллельно в положение AM* (рис. 7), причём оба отрезка OM и AM* имеют одинаковую длину. Таким образом, параллельный перенос является преобразованием, сохраняющим расстояние между точками геометрического объекта.


Вращение


Поворот на заданный угол 
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 вокруг начальной точки O против часовой стрелки (рис. 8) изменяет координаты x и y произвольной точки M по формулам:
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При этом отрезок OM переносится параллельно в положение OM*  той же длины. Вращение также является преобразованием, сохраняющим расстояние между точками геометрического объекта.


Зеркальное отражение


Зеркальное отражение относительно оси абсцисс (рис. 9) записывается при помощи формул:
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а относительно оси ординат (рис. 10) при помощи формул:
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Преобразования параллельного переноса, вращения и зеркального отражения сохраняют не только расстояния между точками геометрических объектов (или длины отрезкоа), но и углы между отрезками геометрических объектов. Любое перемещение по плоскости, сохраняющее длины отрезков, можно заменить последовательным выполнением трёх описанных преобразований. Это означает, что если на плоскости лежат две равные фигуры, то их можно совместить путём параллельного переноса, поворота на некоторый угол и зеркального отражения.
Растяжение (сжатие)


Рассмотрим следующие формулы
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где  и  – заданные положительные числа. Эти формулы в зависимости от значений чисел  и  описывают либо растяжение, либо сжатие вдоль соответствующих координатных осей. Например, при 
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 заданный прямоугольник с вершинами O и M растягивается вдоль оси абсцисс (с коэффициентом ) и сжимается вдоль оси ординат (с коэффициентом ) (рис. 11), а при 
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 этот прямоугольник сжимается вдоль оси абсцисс и растягивается вдоль оси ординат (рис. 12).

Общее аффинное преобразование

Каждое из представленных выше преобразования координат может быть описано формулами:
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(4)

Например, при 
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получаем формулы параллельного переноса, при
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- формулы поворота, при 
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- формулы отражения (относительно оси абсцисс), а при
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- формулы растяжения (сжатия).


Таким образом, формулы (4) представляют собой общие формулы рассматриваемых простейших преобразований. Любое изменение координат, описываемое этими формулами, можно представить посредством комбинации (последовательного выполнения) вё тех же четырёх простейших операций: параллельного переноса, поворота, зеркального отражения и растяжения (сжатия).


Формулы (4) можно рассматривать двояко: либо считать, что они описывают изменение положения заданной точки (или любой другой плоской геометрической фигуры) относительно заданной системы координат (именно так они были рассмотрены выше), либо считать, что положение заданной точки (или любой другой плоской геометрической фигуры) не изменяется, а сама заданная координатная система преобразуется в другую координатную систему. В дальнейшем, формулы (4) будут рассматриваться как правило перемещения точки относительно заданных координатных осей.

Пример программы


Ниже приведён исходный текст программы на языке C++, рисующей на экране вращающийся многоугольник.

#include <graphics.h>

#include <conio.h>

#include <math.h>

#include <dos.h>

#define NUM_POINTS  10

#define R1          60

#define R2          150

#define INC         0.01

struct Point {

  float x, y;

} points[NUM_POINTS];

void BuildStar()

{

  int i = 0;

  float c = 2 * M_PI / NUM_POINTS;

  for (; i < NUM_POINTS; i++)

  {

    points[i].x = cos(c * i);

    points[i].y = sin(c * i);

    if (i & 1)

    {

      points[i].x *= R1;

      points[i].y *= R1;

    }

    else

    {

      points[i].x *= R2;

      points[i].y *= R2;

    }

  }

}

void Draw(int color, float angle)

{

  int i = 0, j, x, y;

  int offs_x = getmaxx() >> 1;

  int offs_y = getmaxy() >> 1;

  float cosa = cos(angle);

  float sina = sin(angle);

  setcolor(color);

  for (; i < NUM_POINTS + 1; i++)

  {

    j = i % NUM_POINTS;

    x = (int)(points[j].x * cosa - points[j].y * sina) + offs_x;

    y = (int)(points[j].x * sina + points[j].y * cosa) + offs_y;

    if (!i) moveto(x, y);

    else lineto(x, y);

  }

}

void main()

{

  int gd = VGA, gm = VGAMED, p = 0;

  float angle = 0;

  initgraph(&gd, &gm, "D:\\LNG\\BC5\\BGI");

  BuildStar();

  do

  {

    setvisualpage(p ^ 1);

    setactivepage(p);

    delay(10);

    Draw(0, angle - INC);

    angle += INC;

    Draw(15, angle);

    p ^= 1;

    if (angle > 2 * M_PI) angle -= 2 * M_PI;

  } while (!kbhit());

  getch();

  closegraph();

  restorecrtmode();

}

Матричная запись основных преобразований


При составлении программ покоординатная форма записи элементарных преобразований, как правило, не используется, и её заменяют на более удобную матричную запись.


Пусть на плоскости задана координатная система Oxy, M (x, y) – произвольная точка. Перепишем её координаты в виде вектора-столбца:
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Матричная формула
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(5)

соответствует паре формул вида:
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(6)

Преобразование (6) однозначно определяется коэффициентами 
[image: image37.wmf]d
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 матрицы. Формула (5) позволяет описывать преобразования поворота, зеркального отражения и растяжения (сжатия). Например, если коэффициенты заданы матрицей
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то получим преобразование поворота. Однако формула (6) не позволяет описать преобразование параллельного переноса. Она позволяет описывать только преобразования вида (6).


При рассмотрении формул общего аффинного преобразования (4) видно, что новые координаты x* и y* зависят от трёх параметров: изменение абсциссы зависит от 
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, а изменение ординаты зависит от 
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. Это наблюдение привело к введению новой формы описания произвольной точки плоскости – упорядоченному набору трёх, а не двух, как было ранее, чисел.


Точке M (x, y) ставится в соответствие вектор-столбец вида
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При этом матрицы основных преобразований принимают следующий вид:

1. матрица поворота 
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2. матрица растяжения (сжатия) 
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3. матрица отражения (относительно оси ординат) 
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4. матрица параллельного переноса 
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Соответствующие матричные формулы этих преобразований выглядят так:
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Новое, более громоздкое, описание преобразований оправдано, так как все четыре преобразования можно записать в одном виде, меняя лишь коэффициенты матрицы для получения необходимого преобразования. В общем виде, матричная формула, соответствующая формулам (4) записывается в виде:
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(7)

Перемножая матрицы в правой части формулы (7) получим:
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или, что то же самое:
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При рассмотрении задач на плоскости удобно пользоваться матричным описанием объектов, ставя в соответствие простейшему из них – точке – упорядоченную тройку чисел: x, y, 1. Такой подход не означает перехода к пространственному случаю, но не позволяет забывать, что плоскость – это часть пространства. Предложенный подход позволяет представить в удобной форме любые перемещения на плоскости.


При использовании матричного описания преобразований возможно также одной матрицей описать несколько выполняемых подряд преобразований. 

Пусть последовательно выполняются преобразования 
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 следующим образом:
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Кроме того, найдя обратную матрицу преобразования, можно описать обратное преобразование. Пусть, например, имеется матрица преобразования, поворачивающего точку на угол  относительно начала координат:
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Для описания обратного преобразования (т. е. поворота точки в обратную сторону), необходимо найти матрицу, обратную матрице M:
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Пример. Составить матрицу преобразования, поворачивающего точку на угол 300, переносящего её на 2 по оси абсцисс и на 3 по оси ординат, а также растягивающего координаты точки в 1.5 раза вдоль оси абсцисс.


Запишем сначала преобразования поворота, параллельного переноса и растяжения. Соответствующие матрицы будут иметь вид:
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Умножая матрицы R, T и S получим:
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